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Nagy szamok torvénye

Szerzétarsaimmal tobbindexes valségi valtozé sorozatokra
altalanositottunk egy nagy szamok erés torvényeinek bizonyitdsara
szolgalé mddszert, melyet fel is haszndltunk - tobbek kozott -
logaritmikusan sllyozott, szuperadditiv momentum-struktiraju

sorozatok illetve martingdlok majdnem biztos konvergencidjanak

bizonyitasara.




Nagy szamok torvénye

Cs.Noszdly, T.Témacs

A general approach to strong laws of large numbers for fields of
random variables

Ann.Univ.Sci.Budap.Rol.E6tvos,Sect.Math. 43,61-78(2000)

O.Klesov,l.Fazekas,Cs.Noszaly, T.Témacs
Strong laws of large numbers for sequences and fields.
Theory Stoch.Process. 5(21),No.3-4,91-104(1999)
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Tobbdimenziés mintdk tavolsidga

Xi,Y; €R? (i=1,...,n) esetén a

Tusnady Gabor vetette fel a kovetkez6 kérdést: Adott két minta,

H n
Th =minzes, > 27 [|1Xi = Yaill
valségi valtozd szolgéltathat-e elég informaciét az Fx és Fy

egyezésérol illetve kiilonbozoségérdl.
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Tobbdimenziés mintdk tavolsidga

Szimulacidkat végeztem normalis és egyenletes mintdkat alapul
véve. Ezen esetekben T, jél kozelithet6 altaldnositott extrémérték
eloszlassal - sejtésem hogy ez sokféle eloszldspar esetén igaz és az
eloszldsok kiilonbozdségérdl az illesztett eloszlas paraméterei

adhatnak informdacidt.




Tobbdimenziés mintdk tavolsidga

Cs. Noszaly

Experiments on the distance of two-dimensional samples
Ann.Math.et Informaticae 39(2012)193-206
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Egy véletlen algoritmus

Szerz6tarsaimmal egy optimumkeresési feladatot oldottunk meg

Robbins-Monro tipusi algoritmussal.

M.Barczy,A.Nagy,Cs.Noszély,Cs.Vincze

A stochastic algorithm for computing global minimizer of
generalized conic functions

benydjtva (Journal of Approximation Theory)




Futamok

A Bernoulli kisérletsorozat egyszeriisége és alkalmazhatésaga
folytan fontos szerepet jatszik a valdszinliségszamitasban a

kezdetektSl napjainkig. Az egyik manapsag is aktiv tertilet az un.

futamok vizsgélata.




Futamok

Legyen Xi, ..., X, fliggetlen, azonos eloszlasii Bernoulli valségi
valtozd sorozat és p = P(X; = fej),g = 1 — p. Ha megfigyeliink
egy ilyen sorozatot, azaz vessziik a kapott fej-irds sorozatot,
lathatunk benne egyforma elemekbél all6 osszefiiggd
részsorozatokat: ezeket nevezziik futamoknak, melyek kozil a

maximalis hosszlsagulak, tovabb nem bovithetok az érdekesek.




Futamok

Legegyszeriibb a csupa fejekbdl allé maximalis futamokat vizsgalni

Ekkor az L, valségi valtozdt figyeljiik meg, ahol
Lh(w) =k <=
X1(w), ..., Xp(w)-ban k-hosszii a maximalis fej-futam.

Ennek a valségi valtozénak a viselkedése: varhatd értéke, szdrasa,
eloszlasa érdekel minket.
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Futamok

consecutive k out of n systems

Példa futamok megjelenésére: "consecutive k out of n system”:
adott n komponens sorbarendezve. Ha tudjuk hogy a komponensek
egymastdl fiiggetleniil p valséggel romlanak el, illetve a teljes
rendszer pont akkor romlik el, ha legaldbb k szomszédos
komponens elromlik. A futamok eloszldsanak ismeretében meg

tudjuk mondani hogy milyen eséllyel romlik el a rendszer.
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Futamok

egy intuitiv teszt

Legyen X; és Y; p-paraméterii Bernoulli és Z; =1 ha X; = Y és
Z; = 0 egyébként. Ha X; és Y; fiiggetlen, akkor Z; egy p®> + ¢°
paraméter(i Bernoulli. Ekkor L, és a Z; megfigyelt futamjai
segitségével donteni tudunk arrdl, hogy kiindulé feltevésiink a
fuggetlenségrol, a kapcsolat hidnyardl mennyire felel meg a

valdsdgnak.




Futamok

aszimptotikus eredmények

— l H n —
Ha p = 5 akkor lim,_, g 1

P.Erdos-A.Rényi:
On a new law of large numbers.

Journ. Analyse Math. 22(1970) 103-111

majdnem biztosan.




Futamok

aszimptotikus eredmények

E(Ln) = log1(ng) +

_x 1
oa(D) 2 + ri(n) + e1(n).
v az Euler konstans, |ri(n)| kicsi és €3 — 0.
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Futamok

aszimptotikus eredmények

2
D2(L,) = (m) + &+ n(n) + ea(n)

|ra(n)] kicsi és e — 0.
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Futamok

aszimptotikus eredmények

Ha ,U'(X) _ _ logx

“logp

és P(W < t) = e~© " akkor t-ben egyenletesen:

P(Lo — plan) < ) = P (| s + {u(an)}]| — {u(am)} < t) 0.

L.Gordon, M.F.Schilling, M.S.Waterman:

An extreme value theory for long head runs.

Probab. Theory. and Rel. Fields 72(1986) 279-287
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Futamok

well-matching

Ezen eredmények Un. szennyezett futamokra torténd
altalanositasai is ismertek. T-szennyezett futam: olyan Osszefliggd
részsorozat mely legfeljebb T irdst is tartalmazhat. A fent emlitett

intuitiv tesztben is életszerliibb a hasznalatuk.




Futamok

well-matching

Az aszimptotikus eredmények a gyakorlatban nehezen
alkalmazhaték, pontatlanok. Sziikség van pontos eloszldsbeli
eredményekre. A leghosszabb T-szennyezett futam eloszldsanak
pontos szamolasara dolgoztak ki egy Markov-lancokon alapulé

algoritmust az aldbbi cikkben:
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Futamok

well-matching

C.J.Chang,C.S.J. Fang,W.C. Chou,l.B. Lian

On the tail probability of the longest well matching run.
Stat. and Prob. Letters,63(2003) 267-274
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Futamok

well-matching

A leghosszabb T-szennyezett futam eloszlasa "rekurziv’ mddon is

kiszamolhaté. Példaul, ha k > 0 és L, a leghosszabb 1-szennyezett
futam hossza és R(n) = P(L, < k) és

R(n,v) = P({Ln < kH{Xp—(v—1) = ... = X» = fej}),
akkor a megfeleld kezdeti feltételeket megadva:




Futamok

well-matching

R(n,v) = Zw-i-v—i-lgk R(n— k,w)
segitségével szamolhaté az eloszlas. Hasonld, de egyre

bonyolultabb formuldk adédnak T > 1-re.




Futamok

well-matching

Jelenleg a fenti cikkbeli és ezen rekurzidval szamolt eredmények,
maodszerek Osszehasonlitdsat végzem. A T = 1,2 esetet
megvaldsitottam, a T = 1 esetben n < 100000-ra - T = 2 esetben

n < 10000-re 5 — 10 masodperces futdsi idével asztali gépen. A

T = 3 eset folyamatban.
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Futamok

simple-bound

Erdekes teriilet egyszerii alsé és felsé becslések keresése

R(n) = R(n, k) = P(L, < k)-ra. Fu és Muselli a kovetkezbket
lattak be:

(1 _ pk)n—k+1 < R(n) < (1 _ qpk)n—k+1

(1- pk)n—k+1 <R(n)<(1- pk)[k]




Futamok

simple-bound

Fu,J.C.

Reliability of a large consecutive-k-out-of-n:F system
IEEE Trans. Reliability R-34,127-130(1985)
M. Muselli

Useful inequalities fot the longest run distribution

Statistics and Probability Letters 46 (2000) 239-249
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Futamok

simple-bound

A fenti egyenl6tlenségek T-szennyezett sorozatra torténd

altalanositasan, illetve a leghosszabb fej vagy irds futamot
tartalmazé véltozatan dolgozom.
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Példa

Muselli

Legyen n, k > 0. Ekkor

1.

2
3
4.
5

R(n) =1, ha n< k;

. R(k) =1 — pk;
- R(k+1) =1— (2gp* + p**1);

R(n+1) = R(n) — R(n— k)gp¥, ha n > k;

. R nemndvekvé (n-ben).




Példa

Muselli

1. Nincs rossz sorozat.
2. Csak a csupa fej a rossz.

3. A csupa fej és a valamelyik végén irdst tartalmazé egyébként

csupa fej a rossz.




Példa

Muselli

4. Ha egy n hosszu jé sorozat utdn irast rakunk akkor az jé, ha
fejet akkor, gond lehet hogy |étrejon egy k-hosszi tiszta

fejsorozat a végén: ennek a valsége R(n — k)gp¥, amit le is

vontunk.

5. Lasd az el6z6 pontot. Vagy: minél hosszabb a sorozat, anndl

kevésbé esélyes, hogy k alatt marad a leghosszabb tiszta

fejsorozat hossza.




Példa

Muselli

1. R(n) < (1—-p")R(n—k), ha0 < k<n.
2. (1-p)R(n—1) < R(n), ha 0 < n.
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Példa

Muselli

1. Egy n-hosszl j6 sorozatot felbontva egy k és egy
n — k-hosszira, mindkett6 jé-sorozat és a jobboldali
szorzatban minden n-hosszi jé sorozatot figyelembe vettiink.
2. n=1,..., k-ra vildgos az allitds az eddigiekbdl. n = k + 1-re:
(1—-p*)? <1—(2gp" + p**)
1—2pk 4 p?k < 1— (2qp* + p**1)
p2k < pktl




Példa

Muselli

Mivel n > k + 1 esetén:

R(n+1) = R(n) — R(n — k)gp*,

R(n+1 R(n—k
I(?,En)) =1- ( S?n(n))q> pk'

elég azt latni, hogy

R(n— K)a < R(n),

ami azért igaz mert az n-hosszl jé sorozatokndl minden olyan
sorozatot is figyelembe vettiink amelyiknek az eleje egy

n — k-hosszU jé sorozat és irdssal folytatddik.
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Példa

Muselli

Az €l6z6 egyenlotlenségeket alkalmazva kapjuk, hogy:

(1 _ pk)n—k+1 < R(n) < (1 _ pk)[f]
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Viszlat
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